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RESUMEN

En este trabajo se da explicitamente la forma de la varianza de las formas lineales y cuadrdticas.
Fue necesario definir el producto asiméirico de Kronecker de dos matrices con el fin de obtener de una
forma sencilla los resultados requeridos, También se resuslve el caso an que la matriz es singular.

ABSTRACT

In this work we define the aymatric product of Kronecker of two matrices in order to obtain the
covariance of linear and quadratic forms. We also consider the singular case,

En el estudio de las formas cuadriticas y las formas lineales se han
tratado las relaciones entre la distribucidn Wishart y la distribucidn X,
asi como las relaciones de independencia, pero hemos dejado de lado el es-
tudio de las varianzas y covarianzas de estas formas.

El propdsito aqui es encontrar estas relaciones. Come siempre se con~
sidera una sucesién Y,,. ..,Yn de variables aleatorias indeéendientes tales

1

que:
Ya‘\-'Np(ua,E) 0=1,...,n
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Se considera ¥ = {Y1,...,Yn} la matriz aleatoria de las observacio-

ciones i.e. Yy v  ([,18%)
np
donde T=(ls...,1) pues E(V)=T y Var(¥)=I&Z=(cov (¥, ¥o})

Proposicidn 1:
Sea Y VN([,18I) v sean A , B matrices. Si consi-
nxr’ ~nxg

deramos 2=YH y Q=YA entonces cov{(Z,D)=B'ARL.

Prueba:  omo cov(Z,Q) = (cov(Z,Qp)) donde O=1,...,r ¥y B=1,...,q

entonces:

cov(Z,Qq) = cov{EbaY v Za‘BGYa) =
( zbavaea ys) = @ Ayg?
donde b&Y v aéa denotan los elementos de la matriz B' ¥ la matriz A' res-

pectivamente.

Tomando en cuenta lo anterior tenemos:

cov(2,0) = B'ARL cov(Q,Z) = AfB@L

y si definimos Y' = (Y1,...,Yp} entonces Var(Y') = I@Il.

Eb_iﬁportante'hacer notar que la covarianza entre Z y Q significa en

realidad que las columnas de Z y de Q son puestas en columna, es decir:

sy g2y
covi(Z,0] = cov( |- ,'[I ]) = (cov(Za,QB}).
Zq &)
De esta manera se verifica facilmente que cov(Z!',Q') = IL@B'A.

Definicibn 1: Se define el producto asimétrice de Kronecker de las

Il

matrices A ¥y B por: (la entrada ijkl es la entrada k1 del bleque ij}
nxr Pxq

(RﬁB)ijkl = ailbkj = (AﬂB)ilkj

Proposicidn 2:

Sea ¥ v N([',I@L) v sean las matrices Ao simétrica

v B entonces:
axn cov(YAY',YB'}) = 'aR'®Y + I&TaB'.
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Prueba: _. P
———" Sabemos que la forma cuadridtica centrada YAY' se escribe:

YAY'-TAT'=Ztr(A) = (Y-T)A(Y-T)'+Ta(y-T} '+ {Y-T}al’' -itr(a) =

9o o o a
R v oy |
Gé{"*us o8 *0ugVap *Oup¥aVp ~ Sapapt’
Q
donde v= (v1,...,vn) =Ta y Y, = Y,-4,. Para facilitar la escritura se
Q

Yig:

denotara Ya por Ya ¥ una coordenada Yia por

. 1 D i 01
Se define &= (0 ,...,0°) con 0" = (¢,,.,...,0, ) v O =|: por lo
i1 ip . P

que la forma cuadritica puesta en columna nos da:

Y18¥ Y18Y% Vig¥a
A N R R A T R RSP

La forma lineal YB' ¢entrada tiene la forma:

(Y-DB* = )(b, ¥ ,e.usb ¥
é( Yy ay

esta en 11 :
¥ puesta en linea es Z{b ¥',....b

)
¥ ¥y

Y
aQy y
Asi obtenemos que la covarianza:

[} r
YigP1yValy o ¥1RPqyVaty
cov(YAY',¥B') = E{Efﬁuﬁ . .

GBY - . lv '
LYoBP1yVa¥y ot YppPqy oy

Vigb yYoYy oe v1BbqYYag_;(
+ GuB : : 1}

- 4

VP ry ey o VpgPayled Y

pues los términos de orden 1 y de orden 3 se anulan para una ley normal

centrada. La entrada ijkl es la entrada kl del blogue ij i.e.

rj !
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(cov(Yay',¥B')) 1) = aé*r Safi iy o¥ry * %08 gP k1Y

= = 1 T =
Z“kabgadu * g\’iof’jaokl BAl") 04y + BATT) 0
= (TaB"); G, + (IBB'), 0,
por lo que: cov(YAY',¥YB') = [aB'®% + Z&IaAB'

Es importante notar gue:

cov (¥YB',YAY") Bal"@Z + Bal" &2,

: N\ L .- = :
En el caso Ya N(Ua'1) donde 1 (u1, ,un) I' entonces

cov(¥B',YAY"') = 2BAl,

Proposicidn 3:

" i {=
Sea ¥ v N{([,18L) y sean las matrices A n ¥ B, st

métricas; entonces tenemos:

cov (YAY',YBY') = tr(aB)} (IRZ + I&L) + E@laBl' +I&TABI'" + TABI'®RE
+ TaBI'&r.

- ]
Prueba: Se conserva la notacidn T por T variable centrada, y

1

3t

o
% =1(C,...,05) con g = (yqrennr0y) ¥ O ’;PJ

Asi si u=(v1,...,vn)=FA vy l=(A1,...,Aﬁ)=TB tenemos entonces:
z Y1By15YaYY ‘e y1BYPSYaYY
cov (YAY',¥YBY') = Efa .b : .
| afyd of o ¥y y. Y Y ... ¥ y. Y Y'
pB 187ay PR PSS o Y
' - L Y A
Y1By16v Al... y1ByP5va7\Y U1BY15YQAY V1BYE5 uAY
*+ 8u8%ys : *Susbys|  : D
By16v Ayres Ypa¥paVoly | Vpst1s Yoy Vepipstoly
P ' Y Y' Y YT
Y1BA15vuYY°' yﬁBlPGvaYY 1Bl16 18 pd oY
. : + :
8,85vs : : Sudvs|  : .
' YY'... Y Y
BA16VaYy"‘ pBApﬁvaYY* -vpgk1d_a Y vaApé oy 4
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¥. .Y
- 6 b ' Py ' - ]B o ' '
oB 58" V1g¥y =+ ¥ps¥y) aaBbyﬁayﬁ[ : ]° * g yelaglys

¥y Y
PB o
pues los términcos de orden 1 y 3 son nulos para las leyes normales centra-~

das. El término ijkl es:

! {a

08 aBbYétﬁyéGi'é a.. +8 a,.8 914 +é8 . a

Jay kl aB ik Ty6 By il asokj)

+ ﬁuﬁsyéﬁﬂycij\)k&}‘l\r + Guséyﬁaaygjk\)iﬁll\( + SaﬁﬁYGGBYcilvkalja

e, — 2 o s i1, O
S0s®ys0oy i ighis T PapbupysSye 1k %1 ¥ 2 opudyslyeindn )

= tr{AB)oijokl + tr(A)tr(B)oikg.

51 + tr{AB}oi

1°jk + cij(FABP')kl

+ Ojk(rnBF )i1 + oil(l“ABI")kj + Okl(l"ABl'")ij - tr{a) tr(B)O’ikOjl

y por lo tantoc se cbtiene:

cov (YAY',¥YBY') = tr(aB) (Z@F + E&L) + Zelamsl’ + L&Al + Tapl'&r +

Tapl''é %,

Corolario: - Var (YAY')} = tr(a’) (ZRF) + I@Ia’T' + Ia’I'@r
donde ARB = A®B + A&B
- si Yd u N(uu'1) donde u‘=(u1,...,un)= I' entonces

cov (YAY',¥BY') = 2tr{(AB) + 4U'ABU.

Estudio del caso Y v N{([',val)

Sea r=rangV £ n, entonces existe X Vv N(O,Irﬂﬂ) tal que

Y= 't XL, con Vv = LL' Lown de rango completo.

~ Sea A ¥y B matrices y Z=YB, Q=YA entonces:
nxr nxqg

covi{Z,0) = cov(IB+XLB,I'A+XLA) = cov(XLB,XLA)} = B'VASD.
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- Sean las matrices simétricas A , B entonces:
nxn nxn
cov (YAY',¥YBY') = cov(lTAL'X','BL'X") + cov([AL'X",XLE[") +

cov(XIAl ', 'BL'X') + cov(XLAl',XLBl'') + cov(XLAL'X',XLBL'X')

= IRTAVBT' + TAVBT'@Y +I&rAVB[' + TAVBI'&L + tr (AVBV) (IZ&L + ZQZ)

- BSean A matriz simétrica y B entonces:
nxn rxn

cov (YAY',¥YB') cov(XLAl' ,XLR'} + cov(IAL'X',XLB')

TavB'@L + L&l'avB'

— (Cbservemos que:
cov(¥B',YaY') = BVAl'®l + Bval'éh

cov{AY',YB) = LOAVB

cov(¥B,AY'") {(AVB) 'Y = B'VA'AT
cov(¥YC,¥YD) = C'VDRZ

cov(EY',FY') = IREVF'

donde las matrices A, B, C, D, E, F son de orden conveniente.

I

av

Es importante hacer notar que: cov(¥',¥)

cov(Y,Y') VREI

En forma general tenemos los siguientes resultados:

cov(KYAY'K',BY'H) = K'LH'® AVE + AVBEK'IH'
cov(KYA,HYB) = A'VBRKLH'

E{YAY') = ['al'* + E(XLAL'X') = TAT' + Itx(AV)
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